
附录 

1. 一般化的网络博弈模型 

建立一个收益函数为线性二次的一般化的网络博弈模型。 

 N = {1,… , n}是一个有限的参与者集合。每个参与者i ∈ N选择努力程度𝑧𝑖 ≥

0，𝐳 = (𝑧1…𝑧𝑛)
𝑇，设定参与者 i的收益函数为： 

 𝑢𝑖(𝒛) = 𝛼𝑖𝑧𝑖 +
1

2
𝜎𝑖𝑖𝑧𝑖

2 +∑ 𝜎𝑖𝑗𝑧𝑖𝑧𝑗𝑗≠𝑖  1 

设定自身影响向量𝛂 = (α1, . . . , α𝑛)，交互影响矩阵𝚺 = [𝜎𝑖𝑗]，可将该网络博弈

表示为Γ(𝛂, 𝚺)。 

对于模型给出以下假设： 

1) 𝛂 > 𝟎，即𝛼𝑖 > 0，∀𝑖 ∈ N。 

2) 交互影响矩阵𝚺对称，即𝜎𝑖𝑗 = 𝜎𝑗𝑖，表明参与者之间对对方的影响是相同的。 

3) 𝜎𝑖𝑖 < 𝑚𝑖𝑛 {0, 𝑚𝑖𝑛{𝜎𝑖𝑗 , 𝑗 ≠ 𝑖}}，体现了自身努力的凹性。 

4) 𝜎𝑖𝑗 > 0 或 < 0体现了参与者之间存在策略性互补或策略性替代。 

5) 不失一般性地，我们还可以进一步假设𝜎𝑖𝑖 = 𝜎 < 01。 

根据 1式，求解纳什均衡的一阶条件为： 

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑧𝑖

= 𝛼𝑖 +∑𝜎𝑖𝑗𝑧𝑗

𝑁

𝑗=1

= 0，对于所有 i = 1…N 

用矩阵形式表示为： 

 𝛂 + 𝐳𝚺 = 𝟎 2 

一定条件下，存在唯一内点纳什均衡解： 

 𝒛∗ = −𝛂𝚺−𝟏 · 𝟏 3 

(其中 1表示所有元素都为 1的N × 1维向量。) 

 

2. 交互影响矩阵𝚺的分解 

设定参数𝜎，𝜎，γ，λ如下： 

                                                   
1 我们可以通过构造D = diag(

𝜎

𝜎11
, … ,

𝜎

𝜎𝑛𝑛
)(对角线元素分别为

𝜎

𝜎11
, … ,

𝜎

𝜎𝑛𝑛
，其他元素

均为 0 的N × N方阵)和博弈Γ(Dα, DΣ)，把博弈Γ(α, Σ)中的𝜎𝑖𝑖转换Γ(Dα, DΣ)为

的σ；又因为Γ(α, Σ)和Γ(Dα, DΣ)两个博弈的纳什均衡结果一致，所以假设𝜎𝑖𝑖 = 𝜎

不影响最终的均衡结果。 



{
 
 
 

 
 
 

𝜎 = 𝑚𝑖𝑛{𝜎𝑖𝑗|𝑖 ≠ 𝑗}

𝜎 = 𝑚𝑎𝑥{𝜎𝑖𝑗|𝑖 ≠ 𝑗}

γ = −min{0，𝜎} = {
0，𝜎 ≥ 0

−𝜎，𝜎 < 0

λ = γ + 𝜎 = {
𝜎，𝜎 ≥ 0

𝜎 − 𝜎，𝜎 < 0

 

显然γ ≥ 0，λ ≥ 0。 

将参与者 j对参与者 i的影响定义为： 

 𝑔𝑖𝑗 =
𝜎𝑖𝑗+𝛾

𝜆
= {

𝜎𝑖𝑗

𝜎
，𝜎 ≥ 0

𝜎𝑖𝑗−𝜎

𝜎−𝜎
，𝜎 < 0

，𝑖 ≠ 𝑗 4 

设定自身对自身的影响𝑔𝑖𝑖 = 0，则邻接矩阵𝐆 = [𝑔𝑖𝑗]是一个对角线元素均为

0的非负方阵。 

将自身努力的影响定义为： 

 σ = −β − γ = {
−𝛽，𝜎 ≥ 0

−β + 𝜎，𝜎 < 0
 5 

(其中β > 0) 

由式 4可得他人努力的影响为 
𝜎𝑖𝑗 = −𝛾 + 𝜆𝑔𝑖𝑗  

由式 5可得自身努力的影响为 

𝜎𝑖𝑖 = 𝜎 = −𝛽 − 𝛾 + 𝜆𝑔𝑖𝑖  

𝜎𝑖𝑖与𝜎𝑖𝑗形式上相差−𝛽。 

∴ 交互影响矩阵𝚺可分解为： 

 𝚺 = −β𝚰 − γ𝐉 + λ𝐆 6 

其中，𝚰为单位矩阵，𝐉为元素均为 1的N × N方阵。−β𝚰，− γ𝐉，λ𝐆分别表示

自身凹性，全局替代性和局部互补性。 

根据式 6，参与者的收益函数(式 1)可以改写为： 

 𝑢𝑖 = 𝛼𝑖𝑧𝑖 −
1

2
(𝛽 − 𝛾)𝑧𝑖

2 − γ∑ 𝑧𝑖𝑧𝑗
𝑛
𝑗=1 + 𝜆∑ 𝑔𝑖𝑗𝑧𝑖𝑧𝑗

𝑛
𝑗=1  7 

将β = 1，γ = 0，λ = ϕ代入式 7，便可得文中的基础收益函数(1)。 

 

3. 可加权中心性的一般定义 

一般的可加权中心性定义为： 

 𝑾𝒖(𝒈, 𝑎) = (𝑰 − 𝑎𝑮
−𝟏)𝒖 = ∑ 𝑎𝒑𝑮𝒑𝒖+∞

𝒑=𝟎  8 

其中，𝒖表示N × 1维加权向量，𝒈表示网络， a为衰减系数，p为步径数。 



显然，可加权中心性有以下性质： 

 𝑾𝒖(𝒈, 𝑎) = 𝒖𝑾𝟏(𝒈, 𝑎) 9 

令𝒖 = 𝑎𝑮𝟏，便可得到文中的卡茨—博纳西克中心性： 

 𝐛(𝒈, 𝑎) = 𝑾𝒂𝑮𝟏(𝒈, 𝑎) = (𝑰 − 𝑎𝑮
−𝟏)𝑎𝑮𝟏 10 

 

4. 纳什均衡与中心性的关系 

把式 6代入式 3，得： 

 −𝚺𝒛∗ = (β𝚰 + γ𝐉 − λ𝐆)𝒛∗ = 𝛂 11 

解式 11得 

β𝒛∗ = (𝟏 −
𝜆

𝛽
𝑮)

−𝟏

(𝜶 − 𝛾𝒛∗𝟏) = (𝟏 −
𝜆

𝛽
𝑮)

−𝟏

𝜶 − (𝟏 −
𝜆

𝛽
𝑮)

−𝟏

𝛾𝒛∗𝟏 

= 𝜶𝑾𝟏 (𝒈,
𝜆

𝛽
) − 𝛾𝒛∗𝑾𝟏 (𝒈,

𝜆

𝛽
) 

移项，得到用中心性表示的纳什均衡𝒛∗： 

 𝒛∗ =
𝜶𝑾𝟏(𝒈,

𝜆
𝛽
)

𝛽+𝛾𝑾𝟏(𝒈,
𝜆

𝛽
)

 12 

 

5. 命题 1证明 

将文中假设的参数值：β = 1，γ = 0，λ = ϕ，𝛼𝑖 = 𝜇𝑔𝑖 ⇒ 𝜶 = 𝜇𝑮𝟏代入式 12，

得： 

𝒛∗ = 𝜇𝑮𝟏𝑾𝟏(𝒈,Φ) =
𝜇

Φ
𝑾Φ𝑮𝟏(𝒈,Φ) =

𝜇

Φ
𝐛(𝒈,Φ) 

其中，上式第二个等式利用了可加权中心性的性质(式 9)，第三个等式利用

了式 10。所以： 

𝒛∗ =
𝜇

Φ
𝐛(𝒈,Φ) 

∴ 证毕。 

 

6. 命题 2证明 

先不妨假设存在两组结构参数(𝜇，Φ)和(μ′，Φ′)，可以得到文中相同的简化

形式(10)，即 

μ(𝟏 − Φ𝑮)−1𝑮𝟏 = μ′(𝟏 − Φ′𝑮)−1𝑮𝟏 

两边同时乘以(𝟏 − Φ𝑮)(𝟏 − Φ′𝑮)，移项得： 

(μ − μ′)𝐆𝟏 + (μ′Φ− μΦ′)𝑮𝟐𝟏 = 𝟎 

显然，要使(𝜇，Φ) = (μ′，Φ′)是上式的唯一解，必须满足μ ≠ 0，且𝐆𝟏和𝑮𝟐𝟏

有两阶秩。 

𝐆𝟏和𝑮𝟐𝟏有两阶秩➔对于某些i ≠ j，满足
𝑔𝑖
[2]

𝑔𝑖
≠

𝑔𝑗
[2]

𝑔𝑗
。 



∴ 当μ ≠ 0以及
𝑔𝑖
[2]

𝑔𝑖
≠

𝑔𝑗
[2]

𝑔𝑗
时，(𝜇，Φ)唯一存在。 

∴ 证毕 


