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•网络：相互联结

•公共物品 外部性
•如何传导？
•均衡结果？

研究问题：Network Approach to Public Goods

Motivation!
（视角、分析工具）

异质外部性
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•例子
•网络：成员收益相互影响的团队
•“公共物品”供给：成员付出的努力

1. 帕累托有效结果？

2. “更好的结果”？

3. 应用：关键人物？协商接纳新成员？

文章路线

⇐ 如何刻画：最大特征值
⇠“林达尔结果”
⇐ 如何实现：特征向量中心性
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• 𝑛个玩家，记为i = 1,2,3, … , 𝑛
• i 提供的公共服务，或曰“行动”记为𝑎! ∈ ℝ"
• 记某个行动方案为 𝒂 = 𝑎1, 𝑎#⋯𝑎$ ∈ ℝ"$

• i 的效用函数记为 𝑢! 𝒂 ，是一个𝑛元数值函数， 𝑢! 𝒂 是凹函数，连续可微

假设：以效用函数的偏导数为权值的图

框架:模型的基本设定

1.（非负外部性）%&! 𝒂
%("

≥ 0, i ≠ 𝑗

2.（提供服务需要成本）
%&! 𝒂
%(!

< 0

3.（强连通性）对 𝑁 = 1,2,3, … , 𝑛 做一个划分{𝑀,𝑀}
则对于 ∀𝒂 ∈ ℝ"$ , ∃ 𝑖 ∈ 𝑀, 𝑗 ∈ 𝑀, %&! 𝒂

%("
> 0

4*.（改进有限性）下面的集合不是无限的：{𝒂 ∈ ℝ"$ | ∃ 𝑠 > 1, 𝑠. 𝑡. 𝑠𝒂 ≻ 𝒂}
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插曲：图论的基础知识

11
2

3

1

0.2

0.30.1
0 0 1
1 0 1
0 1 0

不加权邻接矩阵

0 0 0.1
0.2 0 0.3
0 0.3 0

加权邻接矩阵
ü 强连通性：对于一个有向图，从

任一节点出发，都能按照有方向
的路径通向任一其他节点。

加权标准化邻接矩阵（边际收益矩阵）：

其中，

谱半径
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谱半径：挖掘矩阵中的潜在信息

Proposition 1：邻接矩阵的谱半径与帕累托最优的关系

在假设1-3的情况下，若𝒂 ∈ ℝ!!" 有：

在假设1-2的情况下，对于无行动的行动方案𝟎， ∗

*证明见附录
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证明：以形象的形式

记 ,由Perron-Frobenius引理*,一定可以找到一个
，满足 ，例如：

我们选取其中一行处理：

于是我们只要在原行动方案上加上与 成比例的一点努力，
就构造出了一个帕累托改进。
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反思：数学证明背后的经济学思想

一个谱半径为1的矩阵，其同时也有一个等于1的左特征值。于是，
即有

这恰好是一个网络内，以 为权重的的总体效用最优化问题

的一阶条件。
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牛刀小试：找出网络中的关键人物

*我们判断一个玩家是否在网络中关键，就看去掉他后，
这个网络的性质是否发生了什么根本性的变化。

我们定义去掉第 行、第 列的 为
如果 且 ，
那么， 便是一个关键人物。
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牛刀小试：进一步的数学和解读

谱半径与邻接矩阵对应的图中的循环数存在关系。

谱半径大于1，则图中步长为无穷的循环无穷多
存在玩家4时，循环很多；没有玩家4，就没有循环。

若𝑴是不加劝邻接矩阵，该部分等于
有向图中步长为𝒍的循环的个数，若
加权，则还含有循环强度的信息。
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III.引入：我们为什么要关注林达尔结果？

Ø 提出：Arrow, Lindahl (1969)

Ø 思想：

ü 公共产品理论最早的成果之一

ü 引入“价格”填补市场缺失的问题

ü 林达尔认为公共产品价格并非取决于某些政治选择机制和强制性税收，而是每个人都面临着根据

自己意愿确定的价格，并均可按照这种价格购买公共产品总量。

Ø 一类特殊的帕累托均衡：

ü 保证每个人都不会入不敷出

ü 针对每个个体的最优化问题

Ø 均衡结果

ü 每个成员按照其所获得的公共物品边际效益的大小，来捐献自己应当分担的公共物品的资金费用，

则公共物品供给量可以达到具有效率的最佳水平。
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III.定义：林达尔结果

𝒖𝒊 𝒂∗ ≥ 𝒖𝒊(𝒂)

𝒔. 𝒕.F
𝒋:𝒋/𝒊

𝑷𝒊𝒋𝒂𝒋 ≤ 𝒂𝒊F
𝒋:𝒋/𝒊

𝑷𝒋𝒊

（对每一个i）

Ø 定义:   林达尔结果 𝒂∗
Ø 市场出清：

个体i i ≠ 𝑗 对每个j的行动的
需求恰好等于j的行动

👉 𝑸𝒊𝒋 = 𝒂𝒋 𝑖 ≠ 𝑗

Ø 预算约束：
总支出小于等于总收入

👉 ∑𝒋,𝒊/𝒋𝑷𝒊𝒋𝑸𝒊𝒋 ≤ ∑𝒋,𝒊/𝒋𝑷𝒋𝒊𝑸𝒋𝒊即：在满足市场出清、预算约束条件的行动方案中，
使得每一个个体效用均为最优的那个行动方案

Ø 符号：
𝑷!1 (i ≠ 𝑗) ：对j每单位的行动，i付给j的价格
𝑸!1 (i ≠ 𝑗)：上述价格下，i购买了几单位j的行动

i的总支出： ∑2P!1𝑄!1
i的总收入： ∑2P2!𝑄1!
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III.定义：特征向量中心性

Ø 定义：特征向量中心性

满足 𝐁 𝐚 𝐚 = 𝐚, 𝐚 ≠ 𝟎，称 𝐚是具有特征向量中心性的行动策略

Ø 含义：一个节点的重要性

取决于其邻接节点的数量

以及其邻接节点的重要性

👉

👉

即： λ𝑥 = 𝐴𝑥 其中，𝑐 = 𝜆!"
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III.THEOREM 1证明： ⇐

Ø THEOREM 1

对𝐚 ∈ 𝑹"𝒏 ， 𝐚具有中心性 ⇔ 𝐚是林达尔结果

“⇐”

𝒖𝒊 𝒂∗ ≥ 𝒖𝒊(𝒂)

𝒔. 𝒕.F
𝒋∈5

𝑷𝒊𝒋𝒂𝒋 ≤ 𝟎

• LEMMA 2

Assumption 3 强连通性 a∗为内点解

P!1 > 0 (i ≠ 𝑗) 预算约束取等
𝐁 𝒂∗ 𝒂∗ = 𝒂∗

J 𝒂∗ 𝒂∗ = 𝟎
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III.THEOREM 1证明： ⇒

Ø THEOREM 1

对𝐚 ∈ 𝑹"𝒏 ， 𝐚具有中心性 ⇔ 𝐚是林达尔结果

由中心性：𝐁 𝒂∗ 𝒂∗ = 𝒂∗

𝒂∗满足 𝐦𝐚𝐱
𝒂

∑𝒊 𝜽𝒊𝒖𝒊(𝒂)

⭐猜测：林达尔价格𝑷𝒊𝒋满足 𝑷𝒊𝒋 = 𝜽𝒊 𝑱𝒊𝒋 𝒂∗ ，其中i ≠ 𝑗

“⇒”

回顾： 即 #一个网络内以𝜽 为权
重的的总体效用最优化
问题（见PPT-12）👉

ü 考虑个体最优化𝝁𝒊𝑷𝒊𝒋 = 𝑱𝒊𝒋 𝒂∗ ， 𝝁𝒊为拉格朗日乘子

ü 考虑整体最优化，使𝝁𝒊 𝜽𝒊 为常数
𝑷𝒊𝒋 与𝜽𝒊𝑱𝒊𝒋 𝒂∗ 成正比

再由P-F定理：𝐁 𝒂∗ 谱半径为1
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III.后续：结论的作用？

Ø THEOREM 1

对𝐚 ∈ 𝑹"𝒏 ， 𝐚具有中心性 ⇔ 𝐚是林达尔产出

ü 福利经济学第一定律：经济
主体的偏好被良好定义的条
件下，带有再分配的价格均
衡都是帕累托最优的。

启示

1 林达尔结果𝐚是帕累托有效的

👉为福利经济学第一定律提供了证据

2 林达尔均衡的存在性
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基于博弈论说明林达尔均衡的形成

我们已经证明，当n维行为向量𝒂满足𝑩 𝒂 𝒂 = 𝒂
时，𝒂必定为一个林达尔均衡且帕累托最优。

但是我们还没有说明这个均衡是否能够形成。接
下来用博弈论的有关知识分析。
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三个问题

1.什么样的博弈机制最终能实现林达尔均衡？

2.这样的机制产生的均衡是稳定的吗？

3.博弈中可能出现打破林达尔均衡的小群体吗？

假定信息充分，博弈各方相互知道对方偏好。
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1.什么样的博弈机制最终能实现林达尔均衡？

N人讨价还价博弈：

参与者1提出n个人分别采取的行为，参与者2对此表态。

参与者2若同意，时期不变，参与者3表态。

参与者2若不同意，则提出自己的方案，向后顺延一时期，参与者3表
态。

以此类推直到出现所有人都同意的方案。跨时期贴现率为δ。

通过该博弈产生的行为组合满足林达尔均衡。（证明见附录）
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2.这样的机制产生的均衡是稳定的吗？

可以证明林达尔均衡是稳定的。 （证明见附录）

若满足以下四个条件，则该均衡是稳定的：
①该均衡满足帕累托最优。
②该均衡满足纳什均衡。
③该均衡在个体层面上满足理性人假设。
④形成该均衡的将偏好映射到行为上的函数是上连续的。
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3.博弈中可能出现打破林达尔均衡的小群体吗？

可以证明，满足林达尔均衡的行为组合中不存在
偏离动机。（证明见附录）

①不存在一种可能发生的行动，在这种行动组合中除
了博弈者内部的某些成员外，其它成员选择不行动。
②不存在博弈者内部的某些成员，这些成员中的一部
分强偏好于另一行动方案，或是这些成员全体均弱偏
好于另一行动方案。
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Application1: A Deeper Analysis to Lindahl Action 

1. A Deeper Analysis to Lindahl Action 
什么因素

Proposition 3

注：未出现在录屏中 供大家参考
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Application

对于一个非负矩阵M，定义通路(walk)：
若一个序列(w(1),w(2),…,w(ℓ + 1))满足对任意t=1,2,…ℓ成立
M6 7 8(7":) > 0，则称该序列为M的一通条路。

• 其中称w(1)为起点，w(ℓ + 1)为终点，ℓ为通路的长度

Example.
• 𝐵:<=7⟹(1,3)就是矩阵B的一条通路

• 这里通路允许重复经过某些点，循环就是特殊的通路，如
(1,3,4,1,3,4,1)

Walk

注：未出现在录屏中 供大家参考
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Application

考虑收益矩阵中的通路

令M = B#，此时M$%表示的是i对j带来的福利

• 转置之后所有的通路反向，如(3,1)是矩阵M的一条通路

• 在M中的通路即可理解为一条收益链(a chain of benefit flows)
• 即起点w(1)通过这样一条通路将自身提供的公共品的福利（外部性）

传递到终点w(ℓ + 1）

Walk

注：未出现在录屏中 供大家参考
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Application

v 𝑤;𝑀 =b
7=:

ℓ

𝑀8 7 8(7":)

The value of the walk

• 这个价值衡量了一条收益链具体传递的福利的大小
• 具体含义：当w(1)额外提供1单位公共品时，w(ℓ + 1)通过该收益链得到了好处后自

己愿意额外提供的公共品的数量

注：未出现在录屏中 供大家参考
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Application

Proposition 3

含义：

• 影响个体在林达尔均衡下的相对投入水平的是他收到福利的相对大小而不是他给予其他人福利的大小

• 进一步，若个体i从个体j获得的好处永久性地（或外生性地）增加了（即与投入无关），那么在林达尔

均衡下i相对于其他个体的投入将会增加

• 再进一步，若个体i能够给其他参与者带来大量的福利（直接的和间接的），那么如果外生性地提高该

个体收到的福利，将会提升林达尔均衡下整体的福利

Note.𝓦!
↓(ℓ;𝑀)表示所有长度为ℓ，终点为i的通路的集合

注：未出现在录屏中 供大家参考
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Application2: Admitting a New Team Member

2. Admitting a New Team Member

原始成员: N={1,2,3}；

待加入成员：M={4,5,6}；

情景：N中的三个成员将讨论是否接纳一位新成员

结果：三人达成共识接纳某一成员or三人达成共识不接纳新成员or三人未能达成共识

• 假定原始成员外部性较大，而新成员的外部性较小；

• 效用函数：𝑢& 𝑎 = ∑'∈),'+& G&' log 1 + 𝑎' + ∑'∈,,'+&
-!"
.
log 1 + 𝑎' − 𝑎$；

• G在这里是不加权的邻接矩阵
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Application

第一直觉：每个人都会选择能给自己带来直接的福利的新成员（1-4，2-5，3-6）

定性分析：3是唯一一个能够同时带给另两个原始成员直接福利的（1无法给2，2无

法给3）。联系Proposition 3，选择接纳6使其给3带来直接的福利，会提高3公共品

的提供量，从而同时带给1和2福利使其也提高投入。而4和5的加入效果将不如6.

Admitting a New Team Member
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Application

Admitting a New Team Member

Lindahl action：

Note. 从左到右依次为无人加入，4加入，5加入，6加入

Utility：

结果：达成共识，6将加入！

定量分析：
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Discussion: Subdividing the Negotiation into Smaller Groups

Approximating the Full Benefits of Negotiation with Smaller Groups

通常让所有参与者一起参与协商是成本巨大的，那是否能划分为若干小组分别协

商（小组协商的目的是最大化小组整体福利）而仍然达到林达尔均衡的福利水平

首先在无任何干预的情况下，原林达尔均衡下的投入水平对于小组来说不是帕累

托最优的。

这是因为在林达尔均衡下小组内的投入水平产生的一部分外部性（好处）由其他

组的成员获得的，但小组成员要承担投入的所有成本，因此对小组来说原先的林

达尔均衡投入存在福利的损失，结果是各小组都将通过降低投入来提升小组整体

福利。



Introduction Framework Lindahl Outcome Application & Discussion

Discussion

Approximating the Full Benefits of Negotiation with Smaller Groups

• 那么考虑一个总体的planner（以最大化总体福利为目标）能否通过适当的措施使得在小

组协商的前提下仍然达到林达尔均衡时的福利水平？

• 从planner的立场出发，能够实行的措施是为各个参与者的投入提供补贴。通过补贴可以

使参与者们愿意提供更多的公共品

• 考虑最简单的情形，所有参与者被划分为两组𝑀和𝑀/，每个小组只考虑组内成员的福利

• 𝑎∗是原林达尔均衡下的投入水平（同时也是planner想要实现的）

• 不失一般性，可令𝐽&& = −1以使表达形式简洁

• 新的效用函数： :𝑢& 𝒂 = 𝑢& 𝒂 +𝑚& 𝑎& ,其中𝑚& ≥ 0
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Approximating the Full Benefits of Negotiation with Smaller Groups

这里直接给出一种可行的补贴方案：

只需验证：

Discussion
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Discussion

Approximating the Full Benefits of Negotiation with Smaller Groups
• Proposition 5:

含义：当两个小组之间的影响很小(𝐵&')时，planner的补贴成本是可以很小的


