
附录

定理详细数学推导

前置：现值哈密顿协态方程推导

协态方程： ∂H
∂ lnmjk

= ρµjk − µ̇jk

1. 两类哈密顿定义
无限期优化：max

∫∞
0

e−ρtF (u, x)dt，约束 ẋ = g(u, x)

原值哈密顿：Hd = e−ρt
[
F + µ̃ · g

]
现值哈密顿：H = F + µ · g
转换关系：µ̃ = e−ρtµ ⇔ µ = eρtµ̃

2. 原值哈密顿协态条件：∂Hd

∂x
= − ˙̃µ

3. 变量求导： ˙̃µ = −ρe−ρtµ+ e−ρtµ̇，代入 Hd = e−ρtH

e−ρt ∂H
∂x

= −(−ρe−ρtµ+ e−ρtµ̇)

约去指数项，得到：∂H
∂x

= ρµ− µ̇

4. 替换状态变量 x = lnmjk、共态 µ = µjk，即：
∂H

∂ lnmjk
= ρµjk − µ̇jk

引理 1 证明：最优配置下份额、劳动投入不随时间变化

步骤 1：计划者优化问题变量改写

原代表性家庭目标现值效用：

V =

∫ ∞

0

e−ρt
∑
j

βj ln cj(t)dt

商品出清：qj = cj +
∑

i sij，定义 vij ≡ sij
qj

=⇒ sij = vijqj，因此：

cj =

(
1−

∑
i

vij

)
qj
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对数化 Cobb-Douglas 生产函数：

ln qj = ln zj + αj ln ℓj +
∑
k

σjk lnmjk

t ≥ 0 恢复期 TFP 固定不变 ln zj 为常数。

中间品动态约束：

d lnmij

dt
= δ−1

(
ln vij + αj ln ℓj +

∑
k

σjk lnmjk − lnmij

)

资源约束：
∑

j ℓj = ℓ̄。

优化变量：控制变量 {ℓj, vij}；状态变量 {lnmjk}；共态变量 {µjk}，λ 为劳动力约

束乘子。

步骤 2：构造现值哈密顿函数

H =
∑
j

βj

(
αj ln ℓj +

∑
k

σjk lnmjk + ln
(
1−

∑
i

vij

))

+ δ−1
∑
ij

µij

(
ln vij + αj ln ℓj +

∑
k

σjk lnmjk − lnmij

)

+ λ

(
ℓ̄−

∑
j

ℓj

)

步骤 3：最大值原理一阶条件（FOC）

(A1) 对ℓj 求导：
αj (βj + δ−1

∑
i µij)

ℓj
− λ = 0 (1)

(A2) 对vij 求导：
βj

1−
∑

i vij
− δ−1µij

vij
= 0 (2)

(A3) 对 lnmjk 协态方程： βjσjk + δ−1σjk

∑
i

µij − δ−1µjk = ρµjk − µ̇jk (3)

横截条件：limt→∞ e−ρtµij(t) lnmij(t) = 0。

步骤 4：稳态求解协态 µij

稳态 µ̇jk = 0，整理 (A3)：

βj + δ−1
∑
i

µij =
µjk

σjk

(
ρ+ δ−1

)
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两边乘 δ：

δβj +
∑
i

µij = µjk ·
1 + ρδ

σjk

定义 ζj ≡ µjk

σjk
（与 k 无关），代入：

δβj +
∑
i

σijζi = (1 + ρδ)ζj

向量形式：δβ′ + ζ ′Σ = (1 + ρδ)ζ ′，

ζ ′ = δβ′[(1 + ρδ)I − Σ
]−1

ζ 为常数，故 µij 全部为常数。

步骤 5：引理 1 结论

µij 为常数代入 (A1)(A2)，ℓj�vij 均为定值，因此 cj(t)

qj(t)
,
sij(t)

qj(t)
,
ℓj(t)

ℓ̄
恒定，引理 1 得证。

引理 3 证明：d lnmij(t)
dt = δ−1xj(t), ∀i, j

定义：

xj(t) ≡ ln
(∑

i

sij(t)

)
− ln

(∑
i

mij(t)

)
事实 1：t = 0 冲击后，对固定 j，lnmij(0)− lnmss

ij 对所有 i 取值相同；

事实 2：由引理 1，sij/qj 不变，ln sij(t)− ln sssij 对所有 i 取值相同。

由中间品运动方程：
d lnmij

dt
= δ−1

(
ln sij − lnmij

)
ln sij − lnmij 与 i 无关，恒等于 xj(t)，因此

d lnmij(t)

dt
= δ−1xj(t)

引理 3 得证。

命题 1 证明：部门产出、GDP 显式时间路径

步骤 1：x(t) 微分方程

ẋj =
d ln qj
dt

− d ln (
∑

i mij)

dt

d ln qj
dt

=
∑
k

σjk
d lnmjk

dt
= δ−1

∑
k

σjkxk

向量形式 d ln q
dt

= δ−1Σx。
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d ln (
∑

i mij)

dt
= δ−1xj

向量形式
d ln(

∑
m·j)

dt
= δ−1x。

因此

ẋ = δ−1Σx− δ−1x = −δ−1(I − Σ)x

初值 x(0) = z̃，解：

x(t) = e−δ−1(I−Σ)tz̃

步骤 2：初始产出

ln q(0) = ln qss − (I − Σ)−1z̃ + z̃ = ln qss − Σ(I − Σ)−1z̃

步骤 3：积分求 ln q(t)

ln q(t) = ln q(0) + δ−1Σ

∫ t

0

x(s)ds∫ t

0

e−δ−1(I−Σ)sds = δ(I − Σ)−1
[
I − e−δ−1(I−Σ)t

]
代入得

ln q(t) = ln qss − Σ(I − Σ)−1e−δ−1(I−Σ)tz̃

步骤 4：GDP 路径

ln c(t)− ln css = β′(ln q(t)− ln qss)

ln c(t) = ln css − β′Σ(I − Σ)−1e−δ−1(I−Σ)tz̃

命题 1 证毕。

命题 2 证明：短期 TF 冲击福利损失

步骤 1：福利积分

V (z̃)− V ss =

∫ ∞

0

e−ρt
(

ln c(t)− ln css
)
dt

ln c− ln css = −β′Σ(I − Σ)−1e−δ−1(I−Σ)tz̃

V − V ss = −β′Σ(I − Σ)−1

[∫ ∞

0

e−(ρI+δ−1(I−Σ))tdt

]
z̃
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步骤 2：矩阵积分

记 A = ρI + δ−1(I − Σ) = δ−1
[
(1 + ρδ)I − Σ

]
，则∫ ∞

0

e−Atdt = A−1

A−1 = δ
[
(1 + ρδ)I − Σ

]−1

因此

V − V ss = −δβ′Σ(I − Σ)−1
[
(1 + ρδ)I − Σ

]−1
z̃

步骤 3：分式变形

利用恒等式

δΣ

(I − Σ)
(
(1 + ρδ)I − Σ

) =
1

ρ

[
(I − Σ)−1 −

(
I − Σ

1 + ρδ

)−1
]

从而

v′ =
1

ρ

[
β′(I − Σ)−1 − β′

(
I − Σ

1 + ρδ

)−1
]

V (z̃)− V ss = −v′z̃

步骤 4：级数展开

Domar 权重：γ′ = β′∑∞
s=0 Σ

s。

v′ =
1

ρ
β′

∞∑
s=0

[
1− (1 + ρδ)−s

]
Σs

定义 Alpha 中心：ι′α = β′∑∞
s=0 α

sΣs，取 α1 = 1, α2 =
1

1+ρδ
，则

v′ =
1

ρ
(ι′α1

− ι′α2
)

上游度 ηi = vi/γi 推导

记 r = 1
1+ρδ
，a′ = β′(I − rΣ)−1，θin ≡ σniγn

γi
。

由定义：

ρηj = 1− aj
γj
, ρηj =

∑
n

θjn − r
∑
n

θjn(1− ρηn)

向量形式：

ρη = Θ1− rΘ(1− ρη)

整理得

η = rΘ(δ1+ η)
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求解：

η = δrΘ(I − rΘ)−11 = δ

∞∑
s=1

(rΘ)s1

ηi 代表行业上游度，数值越大受临时 TFP 冲击福利损失越高。

一般模型一阶近似与福利公式推导

步骤 1：稳态对数一阶近似弹性定义

对一般齐次消费、生产、调整成本函数做稳态一阶对数泰勒展开，定义局部弹性：

βj =
∂ ln c

∂ ln cj
,

σij =
∂ ln qi
∂ lnmij

,

ω−1
ij =

∂ ln gij
∂ ln sij

.

步骤 2：近似后的中间投入动态

一般调整成本动态经一阶近似后对数线性化为：

d lnmij

dt
= ω−1

ij

(
ln sij − lnmij

)
.

定义对数缺口 xj ≡ ln sj − lnmj，则：

d lnmij

dt
= ω−1

ij xj.

步骤 3：产出动态方程

生产函数一阶近似：

ln qi = ln zi +
∑
j

σij lnmij.

对时间求导（暂时冲击下 żi = 0）：

d ln qi
dt

=
∑
j

σij
d lnmij

dt
.

代入投入动态：
d ln qi
dt

=
∑
j

σij ω
−1
ij xj.

矩阵形式：
d ln q

dt
= ω−1Σx.
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步骤 4：缺口动态微分方程

由最优目标投入结构 ln s = Σ ln q：

d ln s

dt
= Σ

d ln q

dt
.

对缺口 x = ln s− lnm 求导：

dx

dt
=

d ln s

dt
− d lnm

dt
.

代入得：
dx

dt
= Σω−1Σx− ω−1Σx

= −ω−1
(
I −Σ

)
x.

核心动态系统：
dx

dt
= −ω−1(I −Σ)x.

步骤 5：动态路径解

一阶线性系统的矩阵指数解：

x(t) = e−ω−1(I−Σ)t z̃.

步骤 6：缺口到产出的传导关系

缺口动态完全决定产出随时间的波动，满足：

∆ ln q(t) = (I −Σ)−1x(t).

步骤 7：福利积分与矩阵化简

社会福利：

V =

∫ ∞

0

e−ρt ∆ ln c(t) dt, ∆ ln c = β′∆ ln q.

利用矩阵积分公式 ∫ ∞

0

e−ρte−At dt = (ρI +A)−1,

令 A = ω−1(I −Σ)。定义一般形式折扣矩阵：

Ωij =
σij

1 + ρωij

, Ω = Σ(I + ρω)−1.
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步骤 8：完整积分推导

将产出与冲击传导关系代入：

∆ ln q(t) = (I −Σ)−1x(t).

消费变动：

∆ ln c(t) = β′(I −Σ)−1x(t).

代入动态路径：

V = β′(I −Σ)−1

∫ ∞

0

e−ρte−At dt z̃.

代入矩阵积分公式：

V =
1

ρ
β′(I −Σ)−1

[
I −Ω

]
z̃.

最终福利权重公式：

v′ =
1

ρ

[
β′(I −Σ)−1 − β′(I −Ω)−1

]
.

对投入双向调整的检验

基准模型仅考虑投入扩张阶段的单边调整成本，即冲击消退后中间投入仅能逐步扩

张、恢复至稳态水平。为验证模型稳健性，本小节放松单边调整假设，引入投入收缩与

扩张双向渐进调整机制，对暂时性持续时间为 T 的负向 TFP冲击进行福利推导与检验，
验证核心结论在双向调整框架下依然成立。

步骤 1：双向调整下的缺口动态方程

延续基准模型设定，定义投入供需对数缺口 x(t) ≡ ln
∑

i sij(t)− ln
∑

i mij(t)，在双

向渐进调整约束下，中间投入无论收缩、扩张均存在调整摩擦，缺口动态方程保持基准

对数线性形式：
dx(t)

dt
= −δ−1(I − Σ)x(t)

设定经济冲击场景：经济体在 t ∈ [0, T ) 期间遭受暂时性负向 TFP 冲击 z̃，t ≥ T 后冲

击完全消退、TFP 回归稳态水平。结合双向调整特征，缺口变量分阶段动态解为：

x(t) =

−e−δ−1(I−Σ)tz̃ t < T

e−δ−1(I−Σ)(t−T )
(
I − e−δ−1(I−Σ)T

)
z̃ t ≥ T

该式刻画了双向调整的核心特征：冲击存续期内投入收缩存在摩擦、缺口逐步累积；冲

击消退后投入扩张存在摩擦、缺口缓慢收敛至稳态 0。

步骤 2：分阶段产出动态路径推导

结合产出与缺口的传导关系，分两段推导部门对数产出 ln q(t) 的动态路径。
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阶段 1：冲击存续期 t ∈ [0, T )

产出动态积分形式为：

ln q(t) = ln q(0) + δ−1Σ

∫ t

0

x(s)ds

= ln qss − (I − Σ)−1z̃ + z̃ + δ−1Σ

∫ t

0

−e−δ−1(I−Σ)sz̃ds

= ln qss − (I − Σ)−1z̃ + Σ(I − Σ)−1e−δ−1(I−Σ)tz̃

当 t = T 时，得到冲击消退瞬间的产出水平：

ln q(T ) = ln qss − Σ(I − Σ)−1z̃ + Σ(I − Σ)−1e−δ−1(I−Σ)T z̃

阶段 2：冲击消退后 t ≥ T

以 t = T 为初始条件，继续积分推导产出收敛路径：

ln q(t) = ln q(T ) + δ−1Σ

∫ t−T

0

x(T + s)ds

= ln qss − Σ(I − Σ)−1e−δ−1(I−Σ)(t−T )
(
I − e−δ−1(I−Σ)T

)
z̃

该结果表明，双向调整下冲击消退后，产出仍会因前期投入收缩的摩擦滞后，持续低于

稳态水平，验证了暂时性冲击的长期持续性影响。

步骤 3：双向调整下的总福利损失积分

消费者终身福利定义为贴现后的消费对数积分：

W − V ss =

∫ ∞

0

e−ρs (ln c(s)− ln css) ds

其中消费满足 ln c(t) = β′ ln q(t)，将福利积分拆分为冲击存续期与冲击消退后两段：

W − V ss =

∫ T

0

e−ρs∆ ln c(s)ds+ e−ρT

∫ ∞

0

e−ρs∆ ln c(T + s)ds

代入分阶段产出路径并完成矩阵积分化简，最终得到双向调整下的福利损失公式：

W − V ss = −1

ρ

(
1− e−ρT

)
β′
(
I − Σ

1 + ρδ

)−1

z̃

步骤 4：双向调整模型核心结论检验

1. 核心福利公式稳健性：双向调整框架下的福利表达式与基准单边调整模型结构
一致，仅新增冲击持续时间贴现项

(
1− e−ρT

)
，证明基准模型的福利传导机制、上游行

业冲击超额损失结论不受单边调整假设约束。
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2. 冲击持续性强化效应：相较于单边扩张调整，双向调整包含投入收缩摩擦，进一
步延长了产出与消费的恢复周期，放大了上游行业暂时性冲击的长期福利损失，且冲击

持续时间 T 越长，福利损失规模越大。

3. 行业异质性不变性：垂直生产链条中，上游行业福利冲击影响系数始终大于下游
行业，行业上游度决定暂时性冲击福利损失的核心结论，在双向调整机制下依然成立。
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